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Vò Huy Toµn 

ViÖn khoa häc vµ c«ng nghÖ ViÖt nam, 
18 Hoµng Quèc ViÖt, QuËn CÇu giÊy, Hµ néi, ViÖt nam 

Tãm t¾t. §iÖn tr­êng ®ång nhÊt trong tô ®iÖn ph¼ng ®­îc sö dông trong 
nhiÒu nghiªn cøu kh¸c nhau ®èi víi h¹t c¬ b¶n. §Æc tÝnh cña nã ¶nh h­ëng tíi 
kÕt qu¶ nh÷ng phÐp ®o gi¸n tiÕp trong ®ã cÇn sù cã mÆt cña th«ng sè c­êng ®é 
®iÖn tr­êng. Trong nh÷ng yÕu tè gây nªn sai sè cho viÖc x¸c ®Þnh th«ng sè nµy 
cã sù ph©n bè ®iÖn tÝch rêi r¹c trªn mÆt ph¼ng tô mµ vÉn ®­îc gi¶ thiÕt mét 
c¸ch gÇn ®óng lµ liªn tôc. Cã thÓ do khèi l­îng tÝnh to¸n qu¸ lín kh«ng thÓ thùc 
hiÖn ®­îc mµ cho ®Õn nay ch­a thÊy cã mét c«ng tr×nh nµo nghiªn cøu ®¸nh gi¸ 
chÝnh x¸c vÒ sai sè ®ã. Tuy nhiªn, víi sù trî gióp cña m¸y tÝnh ®iÖn tö, dùa vµo 
tÝnh ®èi xøng cña tô ®iÖn ph¼ng vµ b»ng ph­¬ng ph¸p  quy n¹p kh«ng đầy ®ñ, 
t¸c gi¶ ®· ®¸nh gi¸ ®­îc sai sè nµy. §©y chÝnh lµ thµnh phần sai sè hÖ thèng 
cña c¸c phÐp ®o nãi trªn, cho ®Õn nay, ch­a ®­îc lo¹i trõ. §é lín kh«ng ngê 
cña thµnh phần sai sè nµy so víi sai sè ®o ®­îc coi lµ “®· ®­îc ®¸nh gi¸” 
khiÕn ng­êi ta ph¶i suy nghÜ! 

I. §Æt vÊn ®Ò 

§Ó ®o c¸c th«ng sè cña h¹t c¬ b¶n nh­ khèi l­îng, vËn tèc… cÇn 
ph¶i cã mét ®iÖn tr­êng ®ång nhÊt do mét tô ®iÖn ph¼ng t¹o nªn. Dùa vµo 
®Þnh luËt Ostrogratsky- Gauss:   

                                                 Eds = q/0 ,                                (1) 
                                               (S)    

víi vÕ tr¸i cña (1) lµ dßng c­êng ®é ®iÖn tr­êng xuyªn qua bÊt kú mét 
mÆt kÝn (S) nµo, trong ®ã cã chøa ®iÖn tÝch q, víi gi¶ thiÕt ®iÖn tÝch q ph©n 
bè ®Òu víi mËt ®é  vµ liªn tôc trªn c¸c bÒ mÆt cña mét tô ®iÖn ph¼ng cã 
kÝch th­íc c¸c m¸ tô lín v« cïng ë c¸ch nhau mét kho¶ng h, ng­êi ta ®· 
tÝnh ®­îc c­êng ®é ®iÖn tr­êng lµ nh­ nhau ë mäi ®iÓm bªn trong vµ ngay 
c¶ trªn bÒ mÆt tô ®iÖn:                                   

                                             E = /0= 4k,                              (2) 

k = 1/40; 0 = 8,8510-12 F/m - h»ng sè ®iÖn m«i cña ch©n kh«ng. Trªn 
thùc tÕ, c«ng thøc (2) ®­îc ¸p dông c¶ trong tr­êng hîp tô ®iÖn cã kÝch 
th­íc LL lµ h÷u h¹n nÕu h << L. Khi ®ã:  

                                                    2L
q

S
q
 .                              (3) 

Tõ ®©y, cã kh¸i niÖm hiÖu ®iÖn thÕ gi÷a hai mÆt tÝch ®iÖn: 

                                           Uab = Eh ,                                         (4) 



Ảnh h­ëng cña sù ph©n bè rêi r¹c ®iÖn tÝch 
 

 
Created by Vu Huy Toan  6/2005 2

v× ®iÖn thÕ cña mäi ®iÓm trªn bÒ mÆt m¸ tô ®­îc coi lµ nh­ nhau. Tõ (4) 
cã thÓ rót ra c«ng thøc tÝnh c­êng ®é ®iÖn tr­êng th«ng qua c¸c ®¹i l­îng 
cã thÓ ®o ®­îc lµ Uab vµ h:  

                                           
h

UE ab .                                   (5) 

C­êng ®é ®iÖn tr­êng tÝnh theo (5) ®­îc sö dông trong c¸c c«ng thøc tÝnh 
to¸n khèi l­îng còng nh­ vËn tèc cña c¸c h¹t c¬ b¶n [1] víi sai sè ®­îc 
®¸nh gi¸ lµ kh«ng lín h¬n 10-6 [2]. 

Ai còng biÕt, ®iÖn tÝch (q) kh«ng thÓ liªn tôc vµ kh«ng thÓ ph©n bè 
liªn tôc; nã chØ cã thÓ lµ béi lÇn (N) cña ®iÖn tÝch nguyªn tè qe  1,610-19 

C, vµ trong kh«ng gian, nã lµ tËp hîp cña N ®iÖn tÝch nguyªn tè trªn c¸c 
kho¶ng c¸ch x¸c ®Þnh. Do ®ã, viÖc ¸p dông §Þnh luËt Ostrogratsky-Gauss 
chØ lµ mét sù gÇn ®óng ho¸, ch¾c ch¾n ph¶i gÆp mét sai sè nhÊt ®Þnh nµo 
®ã. VÊn ®Ò lµ sai sè ®ã b»ng bao nhiªu? Tõ tr­íc ®Õn nay, ch­a thÊy cã 
mét c«ng tr×nh nghiªn cøu nµo vÒ vÊn ®Ò nµy. 

Trªn bÒ mÆt tô ®iÖn ph¼ng võa nªu ë trªn, c¸c ®iÖn tÝch nguyªn tè 
nµy kh«ng thÓ ph©n bè dÇy ®Æc h¬n mËt ®é ph©n bè cña c¸c ph©n tö t¹o 
nªn bÒ mÆt ®ã. MËt ®é nµy trªn thùc tÕ kh«ng v­ît qu¸ 109/m2, bëi v× 
kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ph©n tö (nguyªn tö) kh«ng nhá h¬n 10-9 m. Theo 
nguyªn lý xÕp chång, cã thÓ tÝnh c­êng ®é ®iÖn tr­êng t¹i mét ®iÓm g©y 
nªn bëi tõng ®iÖn tÝch qe riªng rÏ ë c¸ch xa ®iÓm ®ã mét kho¶ng b»ng Li  

råi lÊy tæng:  

                                          



N

i
iEE

1

.                                                   

Tuy nhiªn, khi ®ã sÏ gÆp ph¶i mét khèi l­îng tÝnh to¸n khæng lå víi N 
®¹t tíi gi¸ trÞ 106-1017, ®iÒu mµ kh«ng mét nhµ lý thuyÕt nµo cho ®Õn nay 
muèn thö søc.  

§iÒu g× sÏ xÈy ra nÕu tÝnh ®Õn yÕu tè ph©n bè ®iÖn tÝch rêi r¹c nµy 
trong qu¸ tr×nh tÝnh to¸n c­êng ®é ®iÖn tr­êng víi sù sù trî gióp cña m¸y 
tÝnh ®iÖn tö? Khi ®ã liÖu c«ng thøc (2) cã cßn ®óng n÷a kh«ng, ®Æc biÖt lµ 
víi kÝch th­íc tô ®iÖn L lu«n h÷u h¹n? Vµ nÕu kh«ng th× liÖu ®iÖn tr­êng 
trong tô ®iÖn ph¼ng nãi trªn cã cßn ®ång nhÊt n÷a hay kh«ng? §Æc biÖt lµ 
c¸c kh¸i niÖm c­êng ®é ®iÖn tr­êng hay ®iÖn thÕ t¹i “bÒ mÆt” cña mét vËt 
x¸c ®Þnh theo (3) cã nghÜa g× kh«ng bëi ®iÖn tÝch ®©u cã ph©n bè liªn tôc 
trªn c¸i gäi lµ “bÒ mÆt” cña mét vËt? Cuèi cïng, nh÷ng th«ng sè cña c¸c 
h¹t c¬ b¶n nh­ khèi l­îng hay vËn tèc cña chóng ®­îc x¸c ®Þnh gi¸n tiÕp 
th«ng qua nh÷ng ®¹i l­îng nµy sÏ ra sao? §iÒu nµy thËt sù rÊt quan träng 
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v× nã quyÕt ®Þnh tíi ®é chÝnh x¸c cña bøc tranh thÕ giíi vi m« mµ c¬ häc 
l­îng tö thu ®­îc sau c¸i gäi lµ c¸c b»ng chøng thùc nghiÖm.  

II. C­êng ®é ®iÖn tr­êng trong tô ®iÖn ph¼ng 

1. §Æt vÊn ®Ò 

Gi¶ sö cã mét tô ®iÖn ph¼ng nh­ ®· nãi tíi ë Môc I, ®­îc m« t¶ trªn 
H×nh 1a. §Ó ®¬n gi¶n, ta sÏ coi nh­ c¸c ®iÖn tÝch qe trªn m¸ tô ph©n bè t¹i 
c¸c ®iÓm ®­îc ®¸nh dÊu (*) c¸ch ®Òu nhau mét kho¶ng b»ng d theo c¶ 2 
chiÒu: chiÒu trôc X (t­¬ng øng lµ ®iÖn tÝch thø 1, 2, 3, ... i ) vµ chiÒu trôc Y 
(t­¬ng øng lµ ®iÖn tÝch thø 1, 2, 3, ...j ) nh­ trªn H×nh 1b, trong ®ã kh«ng 
kÓ ®iÖn tÝch t¹i gãc tô (coi nh­ i =j = 0)  

                              Z     
                                           B                                                                       

                                                                                                                        
                                                                                    h                       
                                                               Y                                                                                            

                                    A                                                                   
                                                                                  L                                                                     

                              0                                                                                
                                                                         X                              
                                   L  
                                                   a) 
 
 
 
 
                                                                
                                                                                                                                 
                                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
                                

 
                            b)   
                                                                       

                                             H×nh 1. 

    Y 
           d 
 n-1*       *       *   …    *    …    * 
       …   …   …        …           … 
 
    j *       *       *   …    *    …    *     
       …    …    …       …          … 
      
    2*       *       *   …    *     …   * 
 
    1*       *       *   …    *    …    * 
                                d                      X 
    0*       *       *   …    *    …    *      
                1       2           i          n-1   
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Víi c¸ch ph©n bè ®iÖn tÝch nh­ vËy, cã thÓ x¸c ®Þnh c¸c kÝch th­íc 
cña tô ®iÖn theo kho¶ng c¸ch d gi÷a c¸c ®iÖn tÝch nh­ sau: L = (n-1)d, ë 
®©y n - là sè l­îng ®iÖn tÝch ph©n bè theo c¸c trôc 0X hoÆc trôc 0Y t­¬ng 
øng. §Ó cã thÓ tÝnh c­êng ®é ®iÖn tr­êng t¹i mét ®iÓm bÊt kú M(x,y,z) nµo 
®ã trong tô ®iÖn nµy g©y nªn bëi toµn bé 2N ®iÖn tÝch trªn c¶ hai m¸ tô, ta 
®­a vµo mét hÖ trôc to¹ ®é XYZ víi gèc to¹ ®é 0 n»m trªn mét gãc tô, 
trïng víi mét ®iÖn tÝch trªn mÆt ph¼ng tô A sao cho trôc 0X vµ 0Y trïng 
víi hai c¹nh cña m¸ tô A, cßn trôc 0Z h­íng lªn trªn vÒ phÝa m¸ tô B nh­ 
trªn H×nh 1a. Khi ®ã, c­êng ®é ®iÖn tr­êng t¹i ®iÓm M(x,y,z) g©y nªn bëi 
diÖn tÝch qea(i,j) tøc lµ ®iÖn tÝch n»m ë vÞ trÝ cã to¹ ®é lµ xea = id, yea = jd  
vµ  zea = 0 (xem trªn H×nh 2) ®­îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

                                 Eaij = (E2
axij + E2

ayij  + E2
azij )

1/2  ,                      (6)                 

ë ®©y:    Eaxij  = Eaij cos(aij) = kqe(x-id)/[z2 + (x - id)2 + (y - jd)2]3/2 ;   (7) 

   Eayij = Eaij cos(aij) = kqe(y - jd)/[z2 + (x - id)2 + (y - jd)2]3/2 ;     (8) 

   Eazij = Eaij cos(aij) = kqez/[z2 + (x - id)2 + (y - jd)2]3/2 ;               (9)                 

Cã thÓ biÕn ®æi (6), (7) vµ (8) vÒ d¹ng thuËn tiÖn h¬n: 

Eaxij = (kqe/d
2)(x/d - i)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (z/d)2]3/2 ;            (10) 

Eayij = (kqe/d
2)(y/d - i)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (z/d)2]3/2 ;              (11) 

Eazij = (kqe/d
2)(z/d)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (z/d)2]3/2 ;                 (12) 

                   Z                                              Eazij (kazij )                                                    
                          Eaij (kaij)                                                                                                        

                                
                    
                                                         aij 

                                                       
                                                  aij   aij  
                                   Eaxij(kaxij)                       M(x,y,z)    
                                                                          
                  z                       Eayij (kayij ) 
                                                                                             
                                                  jd      Y  
                                        y                                                       * qea(i,j) 
                                                                                                                                                              
                                                                                                 X 
                     0                  x                     id                   
                                                   H×nh 2. 
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§Æt:                                     Ed = kqe/d
2,                               (13)  

vµ:                         kaxij = (x/d - i)/[(x/d- i)2 + (y/d - j)2 + (z/d)2]3/2,         (14)  

                              kayij = (y/d - j)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (z/d)2]3/2,        (15) 

                              kazij = (z/d)/[(x/d - i)2 + (y/d -  j)2 + (z/d)2]3/2.            (16) 

Ta cã thÓ viÕt l¹i:           Eaxij  = kaxij Ed;  Eayij  = kayij Ed;  Eazij  =  kazij Ed.                                    

Khi ®ã, theo nguyªn lý xÕp chång ta cã:                                   
                       n-1                                                  n-1                                                 n-1 

   Eax= Ed  kaxij = kaxEd ,   Eay= Ed  kayij  = kayEd ,   Eaz= Ed kazij = kazEd ,                                     
           i =0                                                i =0                                                 i =0 
           j =0                                                j =0                                                 j =0 

                                                       n-1                        n-1                          n-1 

ë ®©y:                      kax=  kaxij ;  kay= kayij ;   kaz=  kazij.                  (17)                               
                                           i =0                      i =0                        i =0 
                                           j =0                      j =0                        j =0 

Vµ do ®ã, c­êng ®é ®iÖn tr­êng t¹i ®iÓm M(x,y,z) do toµn bé ®iÖn tÝch 
trªn m¸ tô A g©y nªn b»ng :                
            Ea  = (E2

ax + E2
ay

 + E2
az)

1/2= Ed(k
2

ax + k2
ay+ k2

az)
1/2 = kaEd,         (18) 

ë ®©y:                                   ka=(k2
ax + k2

ay+ k2
az)

1/2.                              (19) 

Gãc lÖch a cña vÐc t¬ Ea (hay ka) so víi ph­¬ng th¼ng ®øng - vÐc t¬ Eaz 

(hay kaz) cã thÓ tÝnh ®­îc:      
a = arcos(kaz/ka).             (20) 

T­¬ng tù nh­ vËy, cã thÓ tÝnh ®­îc c­êng ®é ®iÖn tr­êng t¹i ®iÓm 
M(x, y, z) g©y ra bëi c¸c ®iÖn tÝch trªn m¸ tô B. Khi ®ã, trong c¸c c«ng 
thøc tõ (6) ®Õn (20) tÊt c¶ c¸c ®¹i l­îng cã chØ sè “a” ®Òu ®­îc thay b»ng 
chØ sè “b”, cßn z ®­îc thay b»ng (h - z), cô thÓ lµ: 

   kbxij = (x/d - i)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (h/d - z/d)2]3/2,         (21)  

kbyij = (y/d - j)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (h/d - z/d)2]3/2,         (22) 

kbzij = (h/d - z/d)/[(x/d - i)2 + (y/d - j)2 + (h/d - z/d)2]3/2,      (23) 

                                                      n-1                        n-1                          n-1 

kbx=  kbxij ,  kby= kbyij  ,   kbz=  kbzij .                  (24)                               
                                          i =0                       i =0                         i =0 
                                          j =0                       j =0                         j =0 

Eb  = (E2
bx + E2

by
 + E2

bz)
1/2= Ed(k

2
bx + k2

by+ k2
bz)

1/2 = kbEd,          (25) 

kb = (k2
bx + k2

by+ k2
bz)

1/2.            (26) 

Cuèi cïng, víi t¸c ®éng cña c¶ 2 m¸ tô ta cã: 

EM = (Ea
2
 + 2EaEbcosab + Eb

2)1/2 = 
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= Ed(ka
2
 + 2kakbcosab + kb

2)1/2 = kMEd
 ,           (27) 

kM = (ka
2
 + 2kakbcosab + kb

2)1/2,             (28) 

Ez = Eaz + Ebz
 = Ed(kaz+ kbz) = kzEd,            (29) 

kz = kaz+ kbz ,             (30) 

M = arcos(kz/kM).             (31)                                                                           

Trong c¸c c«ng thøc (29) vµ (30) xuÊt hiÖn gãc ab  gi÷a hai vÐc t¬ Ea 

vµ Eb (t­¬ng øng lµ ka vµ kb), vÒ nguyªn t¾c khã cã thÓ x¸c ®Þnh ®­îc 
trong tr­êng hîp tæng qu¸t. Tuy nhiªn, nÕu xem xÐt c­êng ®é ®iÖn tr­êng 
trªn c¸c mÆt ph¼ng ®èi xøng cña tô ®iÖn nh­ mÆt ph¼ng ®i qua t©m cña tô 
®iÖn vµ c¸c ®­êng y = L/2  hay x = L/2 (xem trªn H×nh 1a) th× c¸c gãc a 

vµ b lu«n n»m trªn cïng chÝnh c¸c mÆt ph¼ng ®ã, do ®ã cã thÓ tÝnh ®­îc 
ab = a+b. Khi ®ã c¸c biÓu thøc (29) vµ (30) lµ hoµn toµn x¸c ®Þnh. H¬n 
n÷a, trªn thùc tÕ, ng­êi ta còng th­êng sö dông ®iÖn tr­êng trong ph¹m vi 
nµy ®Ó kh¶o s¸t chuyÓn ®éng cña c¸c h¹t c¬ b¶n vµ ®o ®¹c c¸c th«ng sè 
cña chóng. MÆc dï vËy, vÒ nguyªn t¾c, vÉn cÇn mét khèi l­îng tÝnh to¸n 
rÊt lín, kh«ng Ýt h¬n: 23nn.     

Trªn thùc tÕ, tÝnh to¸n trªn m¸y PENTUM IV 2,8 GHz cho thÊy, víi 
n = 104 cÇn t = 825 s. Khi ®ã, nÕu tô ®iÖn cã kÝch th­íc L = 1 m vµ mËt ®é 
®iÖn tÝch ®¹t møc t­¬ng øng víi d = 10-6 m (tøc lµ t­¬ng ®­¬ng víi E  
1,44 kV/m) th× n = L/d = 106 vµ thêi gian tÝnh to¸n cÇn t2 = (106/104)2t1 = 
825104 s  3,18 th¸ng! Mét kho¶ng thêi gian t­¬ng ®èi lín, kh«ng kh¶ 
thi. V× vËy, ta sÏ kh«ng xem xÐt tr­êng hîp chung mµ ®i t×m  nh÷ng 
tr­êng hîp riªng kh¶ dÜ ®Ó m¸y tÝnh lµm viÖc víi n  105, song biÕt ®©u cã 
thÓ t×m thÊy nh÷ng quy luËt, nhê ®ã chóng ta cã ®­îc bøc tranh gÇn víi 
thùc tÕ h¬n? MÆt kh¸c, nÕu thay (3) vµo (2), l­u ý tíi (13) ta cã: 

E = 4k(q/LL) = 4k(Nqe/n
2d2) = 4kqe/d

2 = 4Ed.        (32) 

BiÓu thøc (32) nµy hoµn toµn t­¬ng ®­¬ng víi biÓu thøc (2) nÕu coi d lµ 
®¹i l­îng liªn tôc, cã thÓ nhá bao nhiªu tuú ý. §èi chiÕu c­êng ®é ®iÖn 
tr­êng khi ph©n bè ®iÖn tÝch lµ liªn tôc (33) víi biÓu thøc tÝnh to¸n c­êng 
®é ®iÖn tr­êng Ez khi ph©n bè ®iÖn tÝch rêi r¹c (30) ta nhËn thÊy sù kh¸c 
nhau gi÷a chóng chØ lµ ë hÖ sè ®øng tr­íc Ed. V× vËy, mäi tÝnh to¸n b©y 
giê quy vÒ chØ lµ x¸c ®Þnh sù sai kh¸c gi÷a 2 hÖ sè nµy, tøc lµ gi÷a kz víi 
4:  

      z = 100(kz- 4)/4 (%).            (33) 
Ta gäi z  lµ “HÖ sè bÊt ®ång nhÊt” cña ®iÖn tr­êng trong tô ®iÖn 

ph¼ng nã hoµn toµn kh«ng phô thuéc vµo gi¸ trÞ cña c­êng ®é ®iÖn tr­êng 
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mµ chØ cßn phô thuéc vµo c¸c kÝch th­íc cña tô ®iÖn (h, L) vµ c¸c to¹ ®é 
x, y, z cña ®iÓm ®ang kh¶o s¸t n÷a mµ th«i. Dïng z  ®Ó kh¶o s¸t ®iÖn 
tr­êng trong tô ®iÖn ph¼ng sÏ gi¶m ®¸ng kÓ khèi l­îng tÝnh to¸n, sè l­îng 
biÕn ®éc lËp vµ do ®ã t¨ng tèc ®é tÝnh cña m¸y tÝnh. 

2. §iÖn tr­êng trªn ®­êng trôc gi÷a vu«ng gãc víi 2 m¸ tô 

Mäi ®iÓm trªn ®­êng nµy ®Òu cã to¹ ®é: 

x = y = L/2 = (n-1)d/2,            (34) 

chØ cã z lµ biÕn sè cã gi¸ trÞ tõ 0 ®Õn h. Trong tr­êng hîp nµy, tèt nhÊt ta 
nªn dêi gèc täa ®é vÒ ®iÓm gi÷a cña m¸ tô ®Ó lîi dông tÝnh ®èi xøng theo 
ph­¬ng 0X vµ 0Y, nh»m gi¶m khèi l­îng tÝnh to¸n. Khi ®ã ta cã x = y = 0 
víi 3 ph­¬ng ¸n t­¬ng ®èi ®Æc tr­ng sau ®©y. 

a). Trôc 0Z ®i qua ®óng vÞ trÝ mét ®iÖn tÝch 

Theo H×nh 3 ta cã nhËn xÐt lµ c¸c trôc 0X vµ 0Y chia mÆt ph¼ng tô 
thµnh 4 phÇn b»ng nhau, cßn ®­êng ph©n gi¸c cña mçi gãc vu«ng l¹i chia 
nã ra thµnh 2 nöa b»ng nhau n÷a, c¶ thÈy lµ 8 phÇn.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                              
H×nh 3. Trôc 0Z  trïng víi 1 ®iÖn tÝch. 

NÕu kh«ng tÝnh ®Õn c¸c ®iÖn tÝch n»m trªn c¸c ®­êng nµy vµ ®iÖn 
tÝch t¹i gèc to¹ ®é 0 th× mçi phÇn ®Òu chøa cïng mét sè ®iÖn tÝch nh­ 
nhau vµ lu«n cã tõng cÆp ®èi xøng nhau qua gèc to¹ ®é 0, qua trôc 0X hay 

                                             Y                                              P   
*     …     *       *       *    n1*       *       *       *     … *    …    * 
…          …            ….           ….           …             ….             
 
*     …     *       *       *     j *       *       *       *     …  *    …   *   
…   …   …     …    …    …    …    …    …   …   …        …  
                                        3    
*     …     *       *       *       *       *       *       *     …  *   …    * 
                                        2 
*     …     *       *       *       *       *       *       *     …  *    …   * 
                                        1 
*     …     *       *       *       *       *       *       *     …  *    …   *   X 
                                         0         1       2       3     …  i     …  n1    
*     …     *       *       *       *       *       *       *    …   *    …   *     
                                         
*     …     *       *       *       *       *       *       *     …  *    …   * 
…   …    …     …    …   …    …    …    …   …  …   …  … 
 
*     …     *       *       *       *       *       *       *   …    *     …  * 
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trôc 0Y. Do ®ã, kx = ky = 0, chØ cßn kz nªn khèi l­îng tÝnh to¸n nhá h¬n 
gÇn 38 = 24 lÇn. 

+ Riªng ®iÖn tr­êng t¹i ®iÓm gi÷a z = h/2, ta cã ka = kb nªn khèi 
l­îng tÝnh to¸n l¹i gi¶m tiÕp thªm 2 lÇn n÷a. Thay v× ph¶i ch¹y mÊt 3,18 
th¸ng, m¸y tÝnh chØ cßn cÇn ph¶i ch¹y mÊt 825s104/48  48 giê, kho¶ng 
thêi gian kh¶ thi h¬n nhiÒu.  

Khi ®ã, ®Æt h/d = m, viÕt l¹i (14)(17) cho ®iÓm nµy víi l­u ý biÕn i 
vµ j ch¹y tõ 2 ®Õn n1 = (n+1)/2: 

kaxij  = kbxij  = (i-1)/[(i-1)2 + (j-1)2 + (m/2)2]3/2,           (35) 

kayij = kbyij = (j-1)/[(i-1)2 + (j-1)2 + (m/2)2] 3/2 ,  (36) 

kazij = kbzij = m/2[(i-1)2 + (j-1)2 + (m/2)2]3/2,            (37) 
                               n1                           n1                                    n1 

kax=  kaxij = kay= kayij  = 0;   kaz=  kazij .          (38)                             
                                          i =2                        i = 2                               i =2 
                                          j =2                        j =2                                j =2 

            n1                           n1                                   n1 

kbx=  kbxij = kby= kbyij  = 0,   kbz=  kbzij .          (39)                             
                                           i =2                       i =2                                i =2 
                                           j =2                       j =2                                j =2 

V× kaz = kbz , nªn ta cã: kz= 2kaz. Víi tÝnh ®èi xøng ®· nãi ë trªn, ta cã thÓ 
biÓu diÔn tæng (38) thµnh 3 tæng con nh»m gi¶m khèi l­îng tÝnh to¸n: 

- Cho c¸c ®iÖn tÝch n»m trªn trôc 0X, kh«ng kÓ gèc to¹ ®é (j =0): 
                                                         n1                           n1 

ka1= kazi = (m/2) 1/[i2+(m/2)2]3/2 .            (40)                         
                                                        i =2                       i =2 

- Cho c¸c ®iÖn tÝch n»m trªn ®­êng 0P: 

                                                                         n1 

ka2 =  kazij,                       (41)    
                                                     i=j=2 

        
         - Cho c¸c ®iÖn tÝch n»m trong gãc P0X: 

                                                     n1  
           i-1 

 ka3 =  kazij.                         (42)     
                                                       i =3  
                                                            j =2 

Vµ cïng víi ®iÖn tÝch t¹i chÝnh gèc täa ®é 0, thay i = j =1 vµo (38) ta cã: 

kao= (2/m)2.                      (43) 

Tæng céng ta ®­îc: 
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kz= 2kaz= 2(kao+ 4(ka1+ ka2 )+ 8ka3).          (44) 

Thay (45) vµo (28) ta tÝnh ®­îc z . KÕt qu¶ tÝnh to¸n z (%) ®èi víi 
®iÓm nµy, víi ®é chÝnh x¸c tíi sè h¹ng thø 5 sau dÊu phÈy, ®­îc cho trong 
B¶ng 1.                                                                                                      

                                                                                                         B¶ng 1. 

       n1 

  m    
500 1 000 5 000 10 000 50 000 100 000 

5 - 0,45054   -  0,22131 - 0,04496   - 0,02245    -0,004441   -0,002190 

10 - 0,90118   -  0,45038   - 0,09004   - 0,04502    -0,009003   -0,004502          

100 - 8,97479   -  4,49914   - 0,90037   - 0,45018    -0,090029   -0,045016   

1000 -66,70343   -40,98353   - 8,96678   - 4,49712    -0,900288   -0,450156 

10000 - - -66,67034   -40,96825   -8,965979   -4,496922 

 

Tõ kÕt qu¶ tÝnh to¸n nµy ta cã mét sè nhËn xÐt sau ®©y: 

 TÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ ®Òu mang dÊu (-) chøng tá kz < 4; 

 z  hoµn toµn tû lÖ thuËn víi m khi n1 > 5000; 

 Khi n1   th× z  0, do ®ã theo (34) th× kz  4, tøc lµ trïng 
víi kÕt qu¶ tÝnh theo m« h×nh ph©n bè liªn tôc; 

 Víi mäi n1 = (n+1)/2 h÷u h¹n vµ (n1/m) > 5 ta cã c«ng thøc gÇn 
®óng (theo %):   

z   90,031h/L  90h/L = 90h/nd = 90m/(2n1-1) .          (45) 

Nh­ vËy, ®Ó cã ®­îc sai sè z =10-6=10-4% th× tô ®iÖn cÇn ph¶i cã tû 
lÖ kÝch th­íc h/L kh«ng lín h¬n 10-4/90  10-6. Cã nghÜa lµ nÕu kho¶ng 
c¸ch gi÷a 2 m¸ tô lµ 0,1m th× bÒ réng cña nã L ph¶i lín h¬n 100 km! NÕu 
tû lÖ nµy trong thùc tÕ chØ ®¹t cì 10-2 th× z  kh«ng thÓ nhá h¬n 0,9%. §©y 
chÝnh lµ thµnh phÇn sai sè hÖ thèng kh«ng ®­îc tÝnh ®Õn trong c¸c phÐp 
®o. Nã lín h¬n sai sè ®o ®­îc coi lµ “®· ®­îc ®¸nh gi¸” vµo cì 0,9/10-4 = 
9000 lÇn! 

+ Víi c¸c ®iÓm kh¸c (z  h/2) ta ®Æt z = ah, víi a = 01 nªn chØ cÇn 
thay a vµo vÞ trÝ hÖ sè (1/2) trong c¸c biÓu thøc (35), (36) vµ (37), ta ®­îc: 

kaxij = kbxij = (i-1)/[(i-1)2+(j-1)2+ (am)2]3/2 ,               (46) 

kayij = kbyij = (j-1)/[(i-1)2+(j-1)2+ (am)2]3/2 ,               (47) 

kazij = kbzij = am/[(i-1)2+(j-1)2+ (am)2]3/2.           (48) 
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C¸c biÓu thøc (38), (39) vÉn ®óng trong tr­êng hîp nµy. ChØ cã kz lµ 
ph¶i x¸c ®Þnh b»ng tæng: 

kz = kaz+ kbz.             (49) 

 T­¬ng tù nh­ c¸c biÓu thøc tõ (41) ®Õn (44) ®èi víi m¸ tô A, ta cã 
thÓ x¸c ®Þnh ®­îc c¸c ®¹i l­îng ®ã ®èi víi m¸ tô B. Cßn tæng hîp l¹i ta 
®­îc: 

kz= kao+ 4(ka1+ ka2) + 8ka3 + kbo+ 4(kb1+ kb2) + 8kb3.    (50)        

 Râ rµng trong tr­êng hîp nµy, thêi gian tÝnh to¸n sÏ t¨ng gÊp ®«i so 
víi tr­êng hîp tr­íc. Thay (50) vµo (33) ta tÝnh ®­îc z. KÕt qu¶ tÝnh to¸n 
z(%) ®èi víi c¸c ®iÓm trªn trôc nµy víi  m = 10 vµ chÝnh x¸c tíi sè h¹ng 
thø 6 sau dÊu phÈy, ®­îc cho trong B¶ng 2. Víi gi¸ trÞ m kh¸c, cã thÓ 
ngo¹i suy tõ (44).  

Tõ kÕt qu¶ tÝnh to¸n nµy ta cã mét sè nhËn xÐt sau ®©y: 

 Cµng gÇn bÒ mÆt m¸ tô (a  0) z cµng lín, cµng gÇn ®iÓm 
gi÷a  hai m¸ tô (a  0,5) z  cµng nhá vµ ngay t¹i ®iÓm gi÷a 
nµy, z  ®¹t cùc tiÓu. 

 TÝnh ®ång nhÊt cña ®iÖn tr­êng hoµn toµn bÞ ph¸ vì t¹i kho¶ng 
c¸ch  d­íi 10%h ngay s¸t m¸ tô (a = 00,1).  

 z tû lÖ nghÞch víi n1, tøc lµ tû lÖ nghÞch víi ®é réng m¸ tô (L) 
chØ trong ph¹m vi c¸ch xa hai m¸ tô trªn 10%h. Tõ kho¶ng 
c¸ch d­íi 10%h tíi bÒ mÆt tô, z  > +752% vµ hÇu nh­ kh«ng 
phô thuéc vµo n1.  

    B¶ng 2 

       n1 
  a    500 1 000 5 000 10 000 50 000 100 000 

0,01  + 752,0        + 752,0        + 752,7       + 752,8        + 752,9      +752,9 
0,10    - 0,49893    - 0,04819    +0,31214   +0,35715    +0,39317   +0,39768 
0,20    - 0,90144    - 0,44967    - 0,08934   - 0,04432   - 0,00830   - 0,00380 
0,30 - 0,90116    - 0,45038    - 0,09004   - 0,04502    - 0,00900   - 0,00450 
0,40 - 0,90118   - 0,45039   - 0,09004   -- 0,04502   - 0,00900   - 0,00450    
0,50 - 0,90118   - 0,45038   - 0,09004   - 0,04502    - 0,00900   - 0,00450 
 

b) Trôc 0Z ®i qua ®iÓm gi÷a cña 4 ®iÖn tÝch liÒn kÒ 

Víi c¸c ®iÓm lo¹i nµy (xem H×nh 4), ta cã thÓ thÊy hÖ trôc to¹ ®é 
X0Y chia mÆt ph¼ng tô thµnh 4 phÇn hoµn toµn b»ng nhau. Trong mçi 
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phÇn, ®­êng ph©n gi¸c 0P l¹i chia nã ra lµm 2 phÇn b»ng nhau n÷a, do 
vËy, còng gièng nh­ tr­êng hîp a) ta cã: kx = ky = 0, chØ cßn kz = kaz + kbz.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ta chØ cÇn tÝnh 2 tæng: 

                                                            n1 

kaz= kazij ,             (51)    
                                                                      i =1 
                                                                      j =1     
                                                            n1  

vµ:      kbz= kbzij ,                         (52)     
                                                                       i =1 

                                                                                  j =1 

trong ®ã, t­¬ng tù nh­ (37), ta cã thÓ viÕt:   

kazij = kbzij = am/[(i-1/2)2 + (j-1/2)2 + (am)2]3/2.         (53) 

      Mçi tæng (51) vµ (52) ta l¹i cã thÓ biÓu diÔn b»ng 2 tæng t­¬ng tù nh­ 
(42) vµ (43) chØ kh¸c ë giíi h¹n cña c¸c biÕn i vµ j, lóc nµy lµ n1 = n/2, vµ 
tæng (42) gép vµo tæng (43) thµnh tæng (53), cßn tæng (40) kh«ng cã:  

                                        Y 
               d 

*           *             *         n1 *            *       …    *   …         * 
  
…            …             …             …          …          …        …   
 
*            *            *        3  *            *       …   *   …          * 
                      d 
 
*            *            *        2  *             *      …    *    …        * 
  
         
*            *            *         1 *            *       …    *   …        * 
     d/2                                 1           2                i                n1 

     d/2                      0                                                                   X  
*            *            *            *            *      …     *   …        * 
                              d/2  d/2   
                              
*            *            *            *            *       …    *    …       * 
              

H×nh 4. Trôc 0Z ®i qua ®iÓm gi÷a 4 ®iÖn tÝch kÕ cËn. 
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                                                                        n1 

                                                                                  i-1                                                          

ka2= kazij ,                           (54)    
                                                                      i =2 
                                                                      j =1 

                                                                                   n 1 

ka1=  kazij ,            (55)    
                                                                    i = j =1 

Tæng hîp l¹i ta ®­îc:  kaz = 4ka1+ 8ka2.                                  (56) 

kbz = 4kb1 + 8kb2.            (57) 

Ta còng tiÕn hµnh tÝnh cho ®iÓm gi÷a hai m¸ tô, øng víi a = 0,5 vµ 
cã kÕt qu¶ t­¬ng tù nh­ B¶ng 1, ta cã B¶ng 3. Víi c¸c ®iÓm kh¸c trªn trôc 
gi÷a víi m = 10, ta cã B¶ng 4.  

V× trong hai tr­êng hîp a) vµ b), sè l­îng ®iÖn tÝch N kh«ng thÓ nh­ 
nhau víi cïng gi¸ trÞ n1 nªn cã sù sai kh¸c gi÷a c¸c sè liÖu cña hai B¶ng 1 
và B¶ng 3 – B¶ng 2 và B¶ng 4, tuy nhiªn, víi ®é chÝnh x¸c tíi sè h¹ng thø 
4 sau dÊu phÈy, ta cã thÓ nãi lµ c¸c kÕt luËn ë môc a) còng ®óng ®èi víi 
môc nµy chØ kh¸c dÊu (-) cña z t¹i a = 0,01.  

B¶ng 3. 

       n1 
 m    500 1 000 5 000 10 000 50 000 100 000 

5  - 0,45021 - 0,22514   - 0,04508   - 0,02257    -  0,00456   -0,002311   
10    - 0,90028   - 0,22514   - 0,09003   - 0,04502    -  0,00900   -0,004502 

100    - 8,96589   - 4,49690   - 0,90028   -  0,45015    -  0,09003   -0,045016 
1000 - 0,66666   - 0,96655   - 8,96589   - 4,49690    -  0,90028   -0,450153 

B¶ng 4. 

       n1 
  a    500 1 000 5 000 10 000 50 000 100 000 

0,01  38,03241    37,58238    37,22227    37,17725   37,141239  37,136737     
0,10 -  1,24564   -  0,79558   -  0,43547   -  0,39045   -0,354439   -0,349934   
0,20 -  0,90093    - 0,45084   -  0,09073    - 0,04571   -0,009697   -0,005195 
0,30 -  0,90026    - 0,45015   -  0,09003   -  0,04502   -0,009004   -0,004503 
0,40  - 0,90027 -  0,45015 -  0,09003 - 0,04502  -0,009004  -0,004502 
0,50  - 0,90028   -  0,45015    - 0,09003   - 0,04502   -0,009004   -0,004502 

 

 

3. §iÖn tr­êng trªn ®­êng trôc gi÷a song song víi 2 m¸ tô 

Theo ®­êng nµy ta cã: y = L/2 = (n-1)d/2, z = h/2, chØ cã x lµ biÕn. 
§Æt h/d = m, do ®ã z/d = m/2. BiÓu diÔn x qua mét ®¹i l­îng t­¬ng ®èi (b) 
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so víi kÝch th­íc cña tô ®iÖn: x = bL/2 = b(n-1)d/2, do ®ã x/d = b(n-1)/2, 
ë ®©y chän b = 02 trong ®ã, ®iÓm øng víi b = 1 lµ t©m ®èi xøng nªn thùc 
tÕ chØ cÇn tÝnh víi b = 01 hoÆc b = 12. V× lµ ®­êng ®èi xøng so víi biÕn 
y nªn t¸c ®éng tæng hîp theo ph­¬ng y sÏ triÖt tiªu chØ cßn thµnh phÇn 
theo ph­¬ng x vµ z, do ®ã gi¶m ®­îc 1/3 khèi l­îng tÝnh to¸n. MÆt kh¸c, 
v×  z = h/2 nªn t¸c ®éng cña 2 m¸ tô A vµ B theo ph­¬ng z lµ hoµn toµn 
nh­ nhau nªn chØ cÇn tÝnh kaz, cßn tæng t¸c ®éng kz = 2kaz. Sau khi thay c¸c 
®¹i l­îng t­¬ng øng vµo (14) vµ (16) ta cã:                     

kbxij = kaxij = [b(n-1)/2 - i]/[(b(n-1)/2 - i)2 + (n/2 - j)2 + m2]3/2,      (58) 

kbzij = kazij = m/[(b(n-1)/2- i)2 + (n/2- j)2 + m2]3/2,           (59) 

Thay c¸c biÓu thøc nµy vµo (17) vµ (19) ta ®­îc c¸c gi¸ trÞ kax, kaz vµ ka, 
råi tõ ®©y thay vµo (20) tÝnh ®­îc a. Cuèi cïng, thay kz vµo (33), ta sÏ 
tÝnh ®­îc z. KÕt qu¶ tÝnh to¸n víi m = 10 ®­îc ®­a vµo B¶ng 5. L­u ý ka 

= kb nh­ng h­íng t¸c ®éng kh«ng trïng nhau mµ hîp víi nhau mét gãc 
b»ng 2a nh­ chØ ra trªn H×nh 5, nªn theo (22) ta cã:  

 

 kM = ka
2 + 2kakbcos2a+ kb

2 = ka2(1+cos2a).           

 

 
  h/2                                             A 

M 
   X 

h/2 

        b      a 
 

B                   kb                         ka 

      M 
 

       kM        kz 

 
H×nh 5. 

 

                                                                                            B¶ng 5 

       n 
  b    1000 2 000 10 000 20 000 100 000 

0,0  - 53,25427     - 53,53877     - 53,21872     - 53,20240    - 53,18850    
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0,1 - 3,579646     - 1,785929     - 0,356174     - 0,181240    - 0,035590    
0,2 - 1,993626     - 0,995374     - 0,198835     - 0,099379    - 0,019873 
0,3 - 1,479976     - 0,739307     - 0,147839     - 0,076509    - 0,014771 
0,4  - 1,234043     - 0,616644     - 0,123335     - 0,064071    - 0,012325 
0,5  - 1,095283     - 0,547414     - 0,109433     - 0,056804    - 0,010943 
0,6  - 1,010452     - 0,505085     - 0,100999     - 0,052149    - 0,010099 
0,7  - 0,957024     - 0,478426     - 0,095644     - 0,048968    - 0,009567 
0,8  - 0,924096     - 0,462002     - 0,092387     - 0,046195    - 0,009239 
0,9  - 0,906085     - 0,453028     - 0,090610     - 0,045301    - 0,009060 
1,0  - 0,900280     - 0,450150     - 0,090030     - 0,045016    - 0,009003 

Tõ ®©y ta cã nhËn xÐt: 

 Khi m = 10, víi ®é chÝnh x¸c tíi 2 ch÷ sè cã nghÜa (sai sè xÊp xØ 
1%), ®é ®ång nhÊt cña ®iÖn tr­êng theo hai ph­¬ng 0X vµ 0Y 
®­îc ®¶m b¶o chØ trong vïng gi÷a cña tô ®iÖn c¸ch t©m tô kh«ng 
qu¸ 10%L; 

 Khi m > 10, ®é bÊt ®ång nhÊt cã thÓ ®­îc néi suy tõ c«ng thøc 
(45). 

III. KÕt luËn  

1. Kh¸i niÖm “®iÖn thÕ mÆt” cña tô ®iÖn hoµn toµn kh«ng cã nghÜa 
khi ph©n bè ®iÖn tÝch lµ rêi r¹c vµ do ®ã viÖc x¸c ®Þnh c­êng ®é 
®iÖn tr­êng th«ng qua ®iÖn thÕ nµy còng kh«ng cã nghÜa. 

2. §é bÊt ®ång nhÊt cña tô ®iÖn ph¼ng thùc tÕ lín h¬n rÊt nhiÒu so 
víi c¸c tÝnh to¸n hay “®o ®¹c” tõ  tr­íc tíi nay. Sù  sai lÖch nhá 
nhÊt ®¹t ®­îc chØ ë t¹i ®iÓm chÝnh gi÷a hai m¸ tô còng cã thÓ tíi 
hµng chôc ngµn lÇn. 

3. CÇn xem xÐt l¹i phÐp ®o ®iÖn thÕ hay hiÖu ®iÖn thÕ gi÷a 2 c¸i gäi 
lµ “®iÓm”, bëi thËt ra mçi “®iÓm” nµy cã thÓ chøa hµng v¹n, hµng 
triÖu… ®iÖn tÝch. 


